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EGUP与黑洞熵的修正值∗
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(中北大学理学院物理系太原 030051)

摘要 目前, 人们对黑洞Bekenstein-Hawking熵的量子修正值产生了极大的兴趣, 尤其

是黑洞熵对数修正项的系数. 在广义不确定关系(GUP)的基础上, 通过引入了推广的广义

不确定关系(EGUP), 运用面积定理计算了3类时空的黑洞熵的修正值, 得到的黑洞熵的

修正项的系数是正的. 这种计算方法不仅对单视界时空适用, 而且对有内视界的黑洞时空

依然成立, 并且在EGUP基础上计算出黑洞熵的修正值. 相比GUP基础上得到的黑洞熵,

EGUP可以应用于大尺度时空下, 所以应用范围更广. 此计算方法简洁明了, 物理意义明

确, 可为黑洞熵对数修正值系数的确定提供参考.
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1 引言

从20世纪70年代Bekenstein提出黑洞视界和它的熵成正比之后[1−2], 黑洞热力学的

研究取得了很大的成就, 但是对于黑洞熵的起源问题还不清楚. 为此人们提出了各种求

黑洞熵的方法, 比如Hooft提出的Brick-Wall方法以及之后改进的薄层模型, 弦理论和单

圈量子引力理论等[3]. 最近对于黑洞熵修正值的研究[3−6], 也是热点之一, 通过不同的

方法求得的黑洞熵的修正值, 都得到了不少有价值的结论. 对于研究黑洞熵, 必须考虑

到黑洞的量子效应, 就是说当黑洞吸收和辐射粒子时必须考虑海森堡不确定关系, 但是

在黑洞这样的强引力场中必须对原本的海森堡不确定关系进行修正, 用广义不确定关

系(GUP)取代[7], 以确保态密度方程在视界附近收敛. 近年来, 在GUP基础上计算黑洞

熵得到了广泛的研究[8−11], 把GUP引入态密度方程来计算黑洞Dirac场熵[12−13], 以及通

过GUP并运用WKB近似法计算黑洞标量场的熵[14−17]. 而在大尺度下, 在广义不确定关

系的基础上, 人们引入了推广的广义不确定关系(EGUP)来计算黑洞熵的修正值[18].

本文在计算中认为Benkenstein-Hawking定理在推广的广义不确定关系下仍然成立,

我们给出的方法对具体的时空没有要求. 本文对3类具有代表性的黑洞时空进行了探讨,

分别为Schwarzschild黑洞, Garfinkle-Horowitz-Strominger dilaton黑洞以及具有双视界

的Reissner-Nordstrom黑洞.
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2 推广的广义不确定关系

由于我们考虑的黑洞辐射是量子效应, 则能量为∆ ≈ c∆p的粒子就应当满足海森堡

不确定关系:

∆xi∆pj > ~δij , (1)

其中xi和pj分别为空间坐标和动量, ~为约化普朗克常数, δij为克罗内克函数. 而在引力

场中应当引入修正项, 修改为广义不确定关系[19]:

∆xi∆pj > ~δij
[
1 + α2l2p

(∆pj)
2

~2

]
, (2)

在这里lp = (~G
c3
)

1
2是Planck长度, α是1阶无量纲常数, 右边第2项的存在导致空间最小不

确定度, 也就是最小空间长度∆xi > 2αlp , 由(2)式可以得到动量的不确定度:

~∆xi

2α2l2p

[
1−

√
1−

4α2l2p
(∆xi)2

]
6 ∆pj 6

~∆xi

2α2l2p

[
1 +

√
1−

4α2l2p
(∆xi)2

]
, (3)

不等式(3)式的左边可以展开为Taylor级数[3],

∆pj >
1

∆xi

{
1 +

α2l2p
(∆xi)2

+ 2

[
α2l2p

(∆xi)2

]2
+ · · ·

}
. (4)

在广义不确定关系的基础上, 根据时空对称性理论, 可以得到[20−22]:

∆xi∆pj > ~δij
[
1 + α2l2p

(∆pj)
2

~2
+ β2 (∆xi)

2

l2

]
, (5)

这里l是一个拥有大尺度的量, β是一个常数参量, 和具体的时空有关, 由上式可得:

∆p−j 6 ∆pj 6 ∆p+j , (6)

∆p±j =
~∆xi

2α2l2p

{
1±

√
1−

4α2l2p
(∆xi)2

[
1 +

β2(∆xi)2

l2

]}
, (7)

和

∆x−
i 6 ∆xi 6 ∆x+

i , (8)

∆x±
i =

l2∆pj
2~β2

{
1±

√
1− 4β2~2

l2(∆pj)2

[
1 +

α2l2p(∆pj)2

~2

]}
. (9)

和广义不确定关系相比, EGUP同时拥有位置和动量不确定度的最小值如下:

(∆xi)
2 >

4α2l2p

1− 4α2l2pβ
2

l2

, (10)

(∆pj)
2 >

4~2β2

l2

1− 4α2l2pβ
2

l2

. (11)
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不等式(6)式的左边给出了海森堡不确定关系的修正值, 如果存在关系αlp ≪ ∆xi ≪ l
β
,

则有:

∆pi >
(
1 +

2α2l2pβ
2

l2

)
~

∆xi

+
~β2∆xi

l2
+

~α2l2p
(∆xi)3

+ · · · . (12)

根据上式即可推导黑洞熵的修正值. 下面我们通过(12)式来计算3类黑洞的修正熵.

3 Schwarzschild黑洞

Schwarzschild黑洞时空线元为:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2dΩ2 , (13)

其中Ω为立体角, M为黑洞的质量. Hawking辐射的温度T、黑洞视界面积A和黑洞熵S分

别为:

T =
1

4πrH
=

1

8πM
,A = 4πr2H = 16πM2 , S = πr2H = 4πM2 . (14)

式中rH = 2M是Schwarzschild黑洞视界的位置.

当黑洞吸收(或者辐射)一个能量为∆M的粒子, 则黑洞视界面积的增量(或者减小

量)为:

∆A = 8πrH∆rH = 32πM∆M , (15)

由于我们考虑的黑洞辐射是量子效应, 则由(1)式和(15)式可得到黑洞视界面积的变化如

下:

∆A = 8πrH∆rH ≈ 32πM∆p = 32πM
~
∆x

. (16)

由推广的广义不确定关系(12)式和(15)式可知, 黑洞视界面积的变化可表示为:

∆AE = 8πrH∆rH = 32πM∆p = 32πM
~
∆x

[(
1+

2α2l2pβ
2

l2

)
+
β2(∆xi)

2

l2
+

α2l2p
(∆xi)2

+· · ·
]
,

(17)

则由(16)式和(17)式可得:

∆AE =

[(
1 +

2α2l2pβ
2

l2

)
+

β2(∆xi)
2

l2
+

α2l2p
(∆xi)2

+ · · ·
]
∆A . (18)

考虑到关系[3,23]:

∆x = 2rH =

√
A

π
, (19)

将(19)式代入(18)式并积分可得:

AE = A+
2α2l2pβ

2

l2
A+

β2

2πl2
A2 + πα2l2p lnA+ · · · , (20)

根据Bekenstein-Hawking面积定理, 即S = 1
4
A , 即熵的修正式:

SE = S +
2α2l2pβ

2

l2
S +

2β2

πl2
S2 +

πα2l2p
4

lnS + · · · . (21)

式中S即为Bekenstein-Hawking熵, 结果显示修正项有1阶、2阶和对数项, 而且这些修正

项系数皆为正, 由于l是拥有大尺度的量, 所以1阶修正项和2阶修正项要比S小.



4 天 文 学 报 56卷

4 Garfinkle-Horowitz-Strominger dilaton黑洞

Garfinkle-Horowitz-Strominger dilaton黑洞时空线元为[24−25]:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 + (1− 2M)−1dr2 + r(r − 2a)dΩ2 , (22)

式中a = Q2

2M
, Q是黑洞所带电荷. 黑洞面积A和熵S分别为:

A = 4πrH(rH − 2a) = 16πM(M − a) , S = 4πM(M − a) . (23)

在a不变的情况下, 我们可以得到:

dA = 16π(2M − a)dM , (24)

在考虑了EGUP后, 可得:

dAE =

[(
1 +

2α2l2pβ
2

l2

)
+

α2l2p
(∆xi)2

+
β2(∆xi)

2

l2
+ · · ·

]
dA . (25)

取∆x = 2rH , 则上式可写为:

dAE ≈
[(

1 +
2α2l2pβ

2

l2
+

8β2a2

l2

)
+

α2l2pπ

A
−

8a2l2pπ
2arH

A2
−

4α2l2pπ
3
2 a

A
3
2

+
β2

l2π
A+

4β2a

l2π
1
2

A
1
2 + · · ·

]
dA ,

(26)

积分可得:

AE =

(
1 +

2α2l2pβ
2

l2
+

8β2a2

l2

)
A+ α2l2pπ lnA+

8a2l2pπ
2arH

A
+

8a2l2pπ
3
2 a

A
1
2

+
β2A2

2l2π
+

8β2aA
3
2

3l2π
1
2

+ · · · ,
(27)

在上式计算中应用了a ≪ rH . 根据Bekenstein-Hawking面积定理, 即S = 1
4
A , 可得到考

虑了EGUP后熵的表达式, 即熵的修正式:

SE =

(
1 +

2α2l2pβ
2

l2
+

8β2a2

l2

)
S +

α2l2pπ

4
lnS +

a2l2pπ
2arH

2S
+

a2l2pπ
3
2 a

S
1
2

+
8β2

l2π
S2 +

16β2a

3l2π
1
2

S
3
2 + · · · .

(28)

上式中S即为Bekenstein-Hawking熵.

5 Reissner-Nordstrom黑洞

Reissner-Nordstrom黑洞时空线元为:

ds2 = −
(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)
dt2 +

(
1− 2M

r
+

Q2

r2

)−1

dr2 + r2dΩ2 , (29)
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黑洞内外视界为:

r± = M ±
√
M2 −Q2 , (30)

黑洞外视界面积A和熵S分别为:

A = 4πr2+ , S = πr2+ . (31)

当Q不变时, 有如下关系:

dA = 16π
r2+

r+ − r−
dM , (32)

在考虑了EGUP后, 可得:

dAE =

[(
1 +

2α2l2pβ
2

l2

)
+

α2l2p
(∆xi)2

+
β2(∆xi)

2

l2
+ · · ·

]
dA . (33)

因此, 对于Reissner-Nordstrom黑洞, 我们取∆x = 2(r+ − r−) , 忽略高阶项, 则上式可写

为:

dAE ≈
[(

1 +
2α2l2pβ

2

l2

)
+ α2l2p

(
π

A
− 8πQ2

A2

)
+

β2

l2

(
A

π
+

8Q2

π

)
+ · · ·

]
dA , (34)

积分可得:

AE =

(
1 +

2α2l2pβ
2

l2
+

8Q2β2

πl2

)
A+ 8α2l2pπQ

2 1

A
+ α2l2pπ lnA+

β2

2l2π
A2 + · · · , (35)

在上式的计算中应用了Q ≪ r+ . 根据Bekenstein-Hawking面积定理, 即S = 1
4
A , 可得

到考虑了EGUP后熵的表达式, 即熵的修正式:

SE =

(
1 +

2α2l2pβ
2

l2
+

8Q2β2

πl2

)
S +

α2l2pπQ
2

2S
+

α2l2pπ

4
lnS +

8β2

l2π
S2 + · · · . (36)

上式中S为Bekenstein-Hawking熵.

6 总结

用EGUP得到的不同黑洞熵的修正项, 结果显示有1阶、2阶和对数项等, 而且这些

修正项的系数皆为正, 且比Bekenstein-Hawking熵要小. EGUP是一个适用于大尺度的

理论, 与弦理论得到的很多结论是一致的, 因此和GUP相比, 适用范围更广. 对于拥有单

视界以及非极端内视界的黑洞均有效, 所以可以对复杂时空的熵修正进行研究, 并可以

为黑洞熵对数修正项系数的确定提供参考.
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Extended Generalized Uncertainty Principle and the

Correction Value to the Black Hole Entropy

BAI Ji-long WEN Ting-dun
(Department of Physics, North University of China, Taiyuan 030051)

ABSTRACT Recently, great attention has been paid to the quantum correction value of
black hole’s Bekenstein-Hawking entropy, especially for the coefficient of the logarithmic
correction term of the black hole entropy. On the basis of the GUP (Generalized
Uncertainty Principle), we introduced the EGUP (Extended Generalized Uncertainty
Principle), and calculated the correction value of three types of space-time by using the
area theorem. The results showed that the coefficient of black hole entropy correction
is positive. The calculation method is not only applied to the single horizon space-time,
but also suitable for the double horizon space-time. The black hole entropy correction
value was calculated based on the EGUP. Compared with the GUP, the EGUP can be
applied in a large scale space-time, thus, its application scope is wider. The calculation
method is concise, and the physical meaning is clear. It provides a reference for the
determination of the coefficient of the logarithmic correction term to the black hole
entropy.

Key words black hole physics, gravitation, stars: black holes, large-scale structure of
universe


