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摘要 引力透镜效应是探测星系团物质分布的有效方法之一. 目前, 利用引力透镜数据重构星系团质量分布

的主流方法可以分为两大类, 即参数法和非参数法. 在实际研究工作中, 受限于质量模型假设和计算分辨率等

方面的影响, 现有的重构算法仍有诸多亟需解决的问题. 基于Shapelets基函数的引力透镜质量重构方法通过基

函数来实现引力透镜质量重构, 使用Shapelets基函数分解引力透镜势, 以引力透镜中多重像的位置和背景星系

椭率畸变为限制条件来迭代求解基函数系数从而得到透镜体的质量分布. 通过拟合一个模拟的NFW (Navarro,

Frenk and White)透镜系统测试了新方法的可行性, 结果表明新方法可以在整体上重构出透镜体的质量分布,

并拟合出接近真实的源位置, 能够为星系团质量测量提供一套灵活且高效的重构算法.
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1 引言

现代宇宙学理论和巡天观测数据表明宇宙中

暗物质远多于重子物质, 其引力主导了宇宙结构的

形成和演化[1]. 在宇宙结构形成的等级成团理论框

架下[2], 暗物质团块在引力作用下塌缩形成暗物质

晕(简称为暗晕), 随着宇宙的演化, 小质量的暗晕

会并合形成更大质量的暗晕, 重子物质在引力作

用下落入暗晕并聚积形成了当今巡天观测到的星

系[3]. 因此对暗晕质量分布的研究将有助于我们对

宇宙结构演化历史的理解和限制宇宙学参数[4].

在星系巡天观测中, 由背景星系发出的光线会

受到前景暗晕引力场的偏折, 使观测到的背景星系

图像发生改变, 从而产生引力透镜效应[5–6]. 引力透

镜效应作为测量宇宙物质分布的有效探针之一, 是

研究星系团暗晕质量分布的重要方法[7]. 在引力透

镜理论框架下, 引力透镜效应与透镜天体的投影质

量分布直接相关. 通过分析被透镜改变的背景天体

的图像, 可以得到透镜天体暗晕的投影质量分布.

为了能够利用引力透镜效应来测量星系团暗晕的

质量分布, 首先需要构建透镜的质量分布模型. 通

过观测数据对模型的参数进行限制, 从而得到透镜

体的真实质量分布. 目前引力透镜质量重构的方法

可以分为两大类, 即参数法和非参数法. 这两类重

构方法的主要区别在于构建模型时是否考虑星系

团暗晕的物理图景[8].

参数法在构建透镜模型时需要先假设暗晕的

质量分布模型, 把透镜体表示成单个或多个暗晕

的组合. 目前, 参数法的主流算法有GLAFIC[9]、

LENSTOOL[10]等. 参数模型的常规做法是使用一

个或多个密度轮廓模型来描述暗晕的整体质量分
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布, 同时在每个成员星系处放置一个子暗晕模型.

假设每个星系都有同样的质光比, 那么每个子暗物

质晕的质量比可以由对应星系的光度比来决定. 在

参数拟合中, 为了考察外部天体对透镜星系的引力

作用, 通常会在上述质量分布模型中添加外部剪切

的扰动项来联合限制透镜天体的质量分布.

非参数的主流算法有GRALE[11]、LensPer-

fect[12–13]等. 在非参数法中, 通常并不预设暗晕

的密度分布轮廓模型, 因此模型构建不会受限于暗

晕中的光度分布. 非参数法的经典做法是把透镜天

体的质量分布使用网格化方法来表示[14], 结合透镜

观测数据, 通过限制每个网格上的质量得到透镜体

的质量分布.

在星系团质量重构的实际研究工作中, 参数法

和非参数法的表现各有所长. 参数法根据星系分布

放置暗晕, 同时按照星系光度调整暗晕的质量分

配, 这使拟合参量大大减少, 拟合过程更加快速. 但

是参数法中子暗晕的分布受限于可观测星系的影

响, 使得模型构建极不灵活, 在没有星系观测的位

置, 即使有小质量的暗晕分布, 该方法也难以准确

拟合出来. 非参数模型则正好相反, 脱离发光物质

分布的限制使得模型比较灵活, 但拟合算法的自由

参量往往多于透镜观测量的限制数, 导致拟合过程

比较低效. 为了兼顾上述两种方法的优势, 本文通

过使用Shapelets基函数分解透镜势的方法, 发展了

一种新的星系团透镜质量重构算法. 该方法有效避

免了传统参数法中暗晕质量分布受限于暗晕质量

模型的约束, 同时也减少了需要拟合的未知量的数

量, 能够快速且准确地重构出透镜体的质量分布.

2 基函数透镜模型

2.1 引力透镜基础

在引力透镜系统中, 背景天体发出的光线会受

到透镜天体的偏折, 使观测到的背景天体在天球上

的像位置(θ⃗)相较于本征位置(源位置β⃗)发生变化,

这个位置改变可以由透镜方程描述为[15]

β⃗ = θ⃗ − α⃗(θ⃗) , (1)

根据引力透镜理论, 透镜偏转角α⃗(θ⃗)可以表示为

α⃗(θ⃗) =
1

π

Z
d2θ⃗′κ(θ⃗′)

θ⃗ − θ⃗′

|θ⃗ − θ⃗′|
2 , (2)

式中κ是会聚量, 是一个无量纲的投影质量面密度,

定义为κ(θ⃗) = Σ(θ⃗)/Σcr. 这里的Σ(θ⃗)和Σcr分别表

示透镜天体的质量面密度和临界面密度量, 而

Σcr =
c2

4πG

Ds

DdDds

, (3)

其中Ds、Dd、Dds分别是观察者到源、观察者到透

镜、透镜到源的角直径距离. 通过定义引力透镜势

ψ, 可以把约化偏折角表示为透镜势的梯度, 即α⃗ =

∇ψ, 而

ψ(θ⃗) =
1

π

Z
d2θ⃗′κ(θ⃗′) ln |θ⃗ − θ⃗′| . (4)

会聚量和透镜势满足泊松方程

κ =
1

2
∆ψ =

1

2
(ψxx + ψyy) , (5)

其中

ψxx =
∂2ψ

∂x2
, ψyy =

∂2ψ

∂y2
. (6)

引力透镜对背景天体像的扭曲作用可以用剪

切量描述, 剪切量有两个分量γ1、γ2, 是透镜势的

二阶微分, 分别定义为

γ1 =
1

2
(ψxx − ψyy) , γ2 = ψxy , (7)

其中

ψxy =
∂2ψ

∂x∂y
. (8)

通常把剪切量表示成如下复数形式:

γ = γ1 + iγ2 , (9)

i是虚数符号.

2.2 极坐标的Shapelets基函数

在本文的质量重构算法中, 我们使用Refregier

等人提到的Shapelets基函数来分解透镜势[16–19].

在极坐标下, 该基函数表示为

Bn,m(r, φ;R) =
(−1)

n−|m|
2

R|m|+1

" �n−|m|
2

�
!

π
�
n+|m|

2

�
!

# 1
2
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r|m|L
|m|
n−|m|

2

�
r2

R2

�
exp(−r2/2R2) exp(−imφ) ,

(10)

其中R是标度半径, r、φ是平面极坐标位置. m、n

是参数, n可以是任何大于等于0的整数, m是−n到
n之间, 且与n奇偶性相同的整数. L是广义拉盖尔

多项式, 定义为

L
|m|
n−|m|

2

�
r2

R2

�

=

(n−|m|)/2X
k=0

(−1)k

k!
C

(n−|m|)/2−k
(n+|m|)/2

�
r2

R2

�k
, (11)

C是组合数符号.

平面极坐标系下的任一平滑函数可以使用基

函数分解为[20]

f(r, φ) =
∞X
n=0

nX
m=−n

fn,mBn,m(r, φ;R) , (12)

其中基函数的系数为

fn,m =

ZZ
f (r, θ)B∗

n,m(r, φ;R)rdrdφ .

根据基函数的定义, 基函数的角向结构由

exp(−imφ)

决定, 径向结构由拉盖尔多项式

L
|m|
(n−|m|)/2(r

2/R2) ,

幂函数r|m|和指数函数exp(−r2/2R2)决定. 拉盖尔

多项式是幂函数的和, 最高幂次为n − |m|, 所以
基函数幂函数部分的最高幂次为n. 基函数的角

向拟合能力与|m|有关, 径向拟合能力主要与n有

关. 在极坐标下Shapelets基函数在径向上的延展

范围由幂函数部分和指数函数部分共同决定, r小

的地方幂函数占主导, 在r足够大的地方, 指数函

数这部分会足够小, 使得基函数足够小, 可以看作

Shapelets基函数存在一个截断半径. 截断半径与幂

函数的最高幂次相关, 基函数的幂次n越大, 截断半

径越大. 同时, 根据基函数的定义, 基函数的截断半

径与标度半径R成正比. 用基函数分解存在某一定

义范围内的函数, 基函数的最大截断半径需要覆盖

函数的定义范围. 理论上, 如果使用任意多的基函

数, 那么标度半径R可以任意小. 因此, 只要n足够

大, 基函数的截断半径就可以超过目标函数的有效

半径, 但实际使用中只能用有限个基函数来实现重

构算法. 如果标度半径太小, 基函数的有效半径小

于目标函数的有效半径, 就会导致有限个基函数无

法准确地描述目标函数. 如果标度半径太大, 基函

数的截断半径大于目标函数的有效半径, 那么有一

部分基函数的拟合计算就会被浪费, 从而影响拟合

效率. 所以实际工作中使用基函数时, 需要根据目

标函数特征来选择合适的标度半径.

2.3 透镜量的基函数分解

在本文中, 我们将使用Shapelets基函数来分解

引力透镜势ψ(r, φ). 在极坐标下, 引力透镜势可以

使用Shapelets基函数分解为

ψ(r, φ) =
X
n,m

fn,mBn,m(r, φ;R) .

基函数径向分辨率与n有关, 基函数角向分辨

率与m有关, 如果透镜势ψ的分布随角向变化比较

平缓, 那么实际分析中基函数并不需要太高的角分

辨率, 因此可以根据情况适当降低m的最大值. 同

时, 如果透镜势场为对称分布的情况下, 还可以只

使用n为偶数的部分以减少后续拟合中使用的基函

数数目. 另一方面, 根据第2.2节中的讨论分析可知,

由于Shapelets基函数的有效半径与n和标度半径R

有关, 因此在实际计算中使用的基函数数量是有限

的, 这样由基函数描述的透镜势会存在一个最大的

截断半径. 这个截断半径以外的透镜势无法被基函

数描述, 因此基函数只能描述靠近中心一定范围内

的透镜势. 对透镜模型拟合的限制来源于透镜的观

测效应, 根据引力透镜理论, 透镜的观测效应越往

外越弱, 存在一个有效范围. 因此, 我们可以根据基

函数的最高阶选取合适的标度半径, 使得基函数刚

好覆盖透镜数据的有效范围. 这样构建的透镜势在

有效范围之外为0, 在有效半径内, 总的透镜势可以

表示为由基函数描述的透镜势和一个常数的组合.

根据引力透镜理论[15], 在透镜观测量中多重像位
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置与透镜势的一阶导有关, 放大率和椭率与透镜势

的二阶导有关, 时间延迟与透镜势的相对差有关,

这些观测量都与透镜势的绝对值无关. 并且多重像

位置、背景星系椭率变化等观测效应也只与图像

处透镜势的形状有关, 与图像之外的透镜势分布无

关. 因此, 基函数可以在拟合范围内描述透镜势.

2.3.1 基函数标度半径选择和最高阶数的影响

为了利用基函数来准确分解目标透镜势, 在实

际工作中需要根据透镜势的有效范围来调整基函

数的标度半径. 图1描述了用基函数分解NFW透镜

势[21]时不同标度半径的影响, 我们使用不同标度半

径的基函数以相同的限制条件分解一个相同的透

镜势, 可以看到基函数标度半径取R = 30′′时有效

半径相当于数据分布范围, 基函数能较好地描述透

镜势. 标度半径过大有效半径就会大于数据分布范

围, 在数据分布范围外基函数的结果比较混乱, 但

是在数据分布范围内还是能够较好地描述透镜势.

如果标度半径过小, 基函数有效半径小于数据分布

范围, 得到的κ会出现波浪形状, 基函数无法描述内

部透镜势. 所以在选择基函数标度半径时要让基函

数最高阶的有效半径完全覆盖限制数据分布范围.

确定基函数的最高幂次n后, 调整标度半径R的大

小, 使幂次最高基函数的有效半径超过限制数据分

布范围.

图 1 基函数标度半径对透镜势分解的影响. 使用m = 0, n ∈ [0, 50]的基函数分解一个半径在250′′以内的NFW (Navarro, Frenk and

White)透镜势, 基函数的标度半径分别为25′′、30′′和35′′. 上图是不同标度半径基函数模型的会聚量, 下图是基函数模型和原模型的会聚量截面,

实线为基函数模型, 虚线为原模型, 点线为基函数模型和原模型的残差. κ和κ0分别是基函数模型和原模型的会聚量.

Fig. 1 The impact of basis function scale radius on lens potential decomposition. A NFW lens potential in 250′′ is decomposed

by basis functions of m = 0, n ∈ [0, 50] with scale radius of 25′′, 30′′ and 35′′ respectively. The upper panel is the convergence of

the basis function models with different scale radius, and the lower panel is the section diagram comparison of convergence of

the basis function model and the original model. The solid line, dashed line and dotted line represent the reconstructed model,

the original model and the residual between the basis function model and the original model, respectively. κ and κ0 are the

convergences of the basis function model and the original model, respectively.
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图2描述了使用不同数量的基函数分解图1中

的NFW透镜势的结果, 改变基函数的最大阶数n的

同时也调整标度半径以使基函数的有效半径覆盖

数据分布范围. 从图中可以看出, 基函数的阶数越

高拟合结果就越好, 当阶数下降时, 基函数模型与

原模型的残差就会变大. 基函数模型的波动随着最

高阶数减小而增大, 中央质量尖峰的拟合效果变化

尤为明显, 最高阶数越小, 基函数模型的中心尖峰

越低, 与原模型的相差就越大.

2.3.2 透镜观测量的基函数分析

引力透镜效应的物理观测量, 如偏转角α⃗ =

(α1, α2)、会聚量κ和剪切量γ = γ1 + iγ2, 可以由透

镜势偏导函数的组合给出, 即

α1 =
X
n,m

fn,m
∂Bn,m
∂x

, (13)

α2 =
X
n,m

fn,m
∂Bn,m
∂y

, (14)

κ =
1

2
(ψxx + ψyy)

=
1

2

 X
n,m

fn,m
∂2Bn,m
∂x2

+
X
n,m

fn,m
∂2Bn,m
∂y2

!
,

(15)

γ1 =
1

2
(ψxx − ψyy)

=
1

2

 X
n,m

fn,m
∂2Bn,m
∂x2

−
X
n,m

fn,m
∂2Bn,m
∂y2

!
,

(16)

γ2 = ψxy =
X
n,m

fn,m
∂2Bn,m
∂x∂y

. (17)

图 2 使用不同数量的基函数分解图1中的NFW透镜势, 基函数的最高阶nmax分别为50、30、16, 标度半径分别为30′′、40′′、55′′, 实线为基函数

模型, 虚线为原模型, 点线为基函数模型和原模型的残差.

Fig. 2 Decompose the NFW lens potential in Fig. 1 by different numbers of basis functions. The highest order nmax of the basis

functions are 50, 30 and 16, and the scale radius are 30′′, 40′′ and 55′′, respectively. The solid line, dashed line and dotted line

represent the reconstructed model, the original model and the residual between the basis function model and the original model,

respectively.
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极坐标和直角坐标可以相互转化x = r cosφ, y = r sinφ, 可得Shapelets基函数的各阶偏导函数分别为

∂Bn,m
∂x

=
(−1)

n−|m|
2

R|m|+3

" �n−|m|
2

�
!

π
�
n+|m|

2

�
!

# 1
2

r|m|e−
r2

2R2 e−imθ

�
L

|m|+1
n−|m|

2 −1

�
r2

R2

�
(−2x) + L

|m|
n−|m|

2

�
r2

R2

��
−x+
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+
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,
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∂Bn,m
∂y

=
(−1)
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2

R|m|+3

" �n−|m|
2

�
!

π
�
n+|m|

2
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!

# 1
2
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L
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�
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(−2y) + L

|m|
n−|m|

2

�
r2

R2

��
−y + |m|R2y

r2
− imxR2

r2

��
,

(19)

∂2Bn,m
∂x2

=
(−1)
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2
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2
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L
|m|+1
n−|m|
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+
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2
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r2
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i�
,

(20)

∂2Bn,m
∂y2

=
(−1)
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2
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" �n−|m|
2

�
!

π
�
n+|m|

2

�
!
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2
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�
L
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n−|m|
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�
r2

R2

�
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L
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�
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,
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�
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L
|m|+1
n−|m|
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�
r2

R2

�h
4xy +

2R2

r2
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i
+

L
|m|
n−|m|

2

�
r2

R2

�hR4

r4
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i�
,

(22)
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在Shapelets函数的导数中会出现拉盖尔多项

式的指标为负数的情况, 根据拉盖尔多项式的定

义, 在这种情况下拉盖尔多项式为0. 图3展示了由

基函数及其偏导函数合成的透镜物理量, 即透镜

势ψ、偏转角α⃗和会聚量κ. 可以看到当m = 0时基

函数的虚部为0.

图 3 图中分别展示了透镜势ψ、偏转角α⃗和会聚量κ的5个基函数, 其中(n,m)从上到下分别为(0, 0)、(1, 1)、(2, 0)、(3, 1)、(4, 2). 左边4列为

基函数的实部, 右边4列为对应的虚部.

Fig. 3 The figure displays the lensing potential ψ, deflection α⃗ and convergence κ of five basis functions. The (n,m) of basis

functions are (0, 0), (1, 1), (2, 0), (3, 1), (4, 2) from top to bottom. The four columns on the left are the real parts of the basis

functions, and the four columns on the right are the corresponding imaginary parts.

2.3.3 源的红移分布

在实际观测数据分析中, 源星系来自于不同红

移位置, 因此需要在透镜势的定义中加入星系红移

分布的权重函数. 我们将基函数模型的透镜势定义

为源红移在无穷远时的透镜势ψ∞, 然后将这个透

镜势乘上与源红移有关的距离因子Z就可以得到对

应红移处的透镜势, 距离因子Z定义为

Z(zs) =
Dds/Ds

limzs→∞Dds/Ds

H(zs − zd) , (23)

其中H是阶梯函数, zs、zd分别是源和透镜的红移,

当zs − zd大于0时, H等于1, 否则H为0. 对于红移

为z的源, 透镜势可以表示为ψz = Z(z)ψ∞.

3 重构算法

3.1 重构算法的卡方定义

引力透镜按照观测效应可以分为强引力透镜、

弱引力透镜、微引力透镜[15]. 对星系团的观测表

明, 中心区域通常会存在强引力透镜效应, 出现多

重像、巨型光弧、爱因斯坦环等现象. 在星系团外

部则会表现为弱引力透镜效应, 使观测到的背景星

系产生椭率的切向改变. 我们的重构算法利用了

强透镜多重像位置和弱透镜背景星系椭率改变作

为限制条件, 通过最小卡方(χ2)拟合来求解基函数

系数. 在本文工作中, 最小卡方分别包含了强透镜
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(χ2
s )和弱透镜(χ2

w)两部分, 即χ2 = χ2
s +χ2

w. 其中强

透镜部分的卡方估算可以定义为

χ2
s =

X (θ⃗ − β⃗ − α⃗)2

σ2
s /|µ|

=
X (θ⃗ − β⃗ − Z

P
n,m fn,mA⃗n,m)

2

σ2
s /|µ|

, (24)

式中A⃗n,m = (∂Bn,m/∂x, ∂Bn,m/∂y), σ
2
s为像位置

的误差, µ为每个像位置的放大率. 通过透镜观测可

以获得多重像的位置, 如果知道源位置, 那么就可

以计算得到该点的偏折角, 并以偏折角为限制条件

拟合出基函数系数. 然而, 实际测量中, 源的位置并

不能提前预知, 我们可以将其作为未知量与基函数

一起拟合, 但这会使χ2
s变为非线性, 导致拟合难度

增加. 为了规避上述问题, 在本文中我们通过多次

迭代求解来拟合得到最佳的源位置, 每次求解基函

数系数时给出一个源位置的猜测值, 求得基函数系

数后更新源位置的猜测值. 由于求解基函数系数时

源位置是固定的, 求最小卡方相当于最小化每个像

回追到源平面上的位置距源位置的猜测值之间的

距离, 这是源平面上的卡方, 而多重像位置的误差

直接来源于像平面上位置观测的不确定性. 因此,

我们需要把像平面上的误差映射到源平面上, 将其

映射到源平面后误差可以估算为σ2
s / |µ|[22].

在最小卡方计算中, 弱引力透镜部分的卡方估

算可定义为

χ2
w =

X (ϵ− g)(ϵ− g)∗

σ2
w

=
X �

ϵ− Z
P
n,m fn,mΓn,m/(1− κ)

� �
ϵ− Z

P
n,m fn,mΓn,m/(1− κ)

�∗
σ2
ϵ (1− |g|2)

,

(25)

其中ϵ表示背景星系像的椭率, 有两个分量, 也表示

成复数形式, ϵ = ϵ1 + iϵ2, g是约化剪切量, g = γ/

(1 − κ), Γn,m = (∂2Bn,m/∂x
2 − ∂2Bn,m/∂y

2)/2 +

i∂2Bn,m/∂x∂y. σw是像椭率的误差, σϵ是源椭率的

误差, σϵ =
È
⟨ϵ(s)ϵ(s)∗⟩, ϵ(s)是背景星系源椭率, ϵ(s)

= ϵ
(s)
1 + iϵ

(s)
2 . 弱透镜效应表现为背景星系椭率的定

向改变,源椭率、像椭率和约化剪切的关系为[23–24]

ϵ =

8>><
>>:

ϵ(s) + g

1 + g∗ϵ(s)
, |g| 6 1 ,

1 + ϵ(s)∗

ϵ(s)∗ + g∗
, |g| > 1 .

(26)

实际观测中, 通常假设背景星系的指向是完全

随机的, 背景星系椭率均值为0, 其误差主要来源于

背景星系椭率和指向的随机性. 在弱引力透镜范围

内(|g| ≪ 1), 透镜效应较弱, 星系椭率的期望值可

以由约化剪切量估算给出, 即E(ϵ) ≃ g. 弱引力透

镜效应会定向拉伸背景星系, 改变椭率的误差. 因

此, 假设源星系椭率的期望值为0, 像星系椭率的

期望值等于约化剪切量. 在弱引力透镜效应中, 局

域内观测到的背景星系图像会表现为受到定向的

拉伸, 因此观测到源星系椭率误差也会受到弱引

力透镜效应的影响. 在假设源星系的本征椭率期

望为0的情况下, 像椭率的期望值等于约化剪切量,

E(ϵ) ≃ g, 可以得到像椭率误差为

σw =
È
⟨[ϵ− E(ϵ)][ϵ− E(ϵ)]∗⟩

=

s®�
ϵ(s) + g

1 + g∗ϵ(s)
− g

��
ϵ(s) + g

1 + g∗ϵ(s)
− g

�∗¸

=

s®
ϵ(s) − ϵ(s)gg∗

1 + g∗ϵ(s)

�
ϵ(s) − ϵ(s)gg∗

1 + g∗ϵ(s)

�∗¸

≈ σϵ
È
1− |g|2 , (27)

在弱引力透镜范畴下, 透镜效应越强, g越接近1, 测

量椭率的标准差越小. 可以理解为, 透镜效应越强,

对背景星系的定向拉伸也越强, 从而导致测量到的

椭率的随机性相对减弱.

3.2 迭代求解方法

为了获得最佳拟合的基函数系数和背景源位

置, 在本文中重构算法通过迭代求解的方法来给

出最小卡方的数值解. 图4展示了重构算法中迭代

求解的基本流程. 理论上只要迭代次数够多, 模型

总会收敛. 为了简化拟合程序, 我们采用固定迭代

次数求解. 需要注意的是, 在χ2计算中含有3类物理

量. 第1类是已知量, 它们是需要在迭代开始时作
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为初始值输入到算法中的物理量, 包括像位置θ⃗、

星系椭率ϵ、误差σ2、基函数的m与n、基函数标度

半径R和每个像位置的基函数值. 第2类是目标未

知量, 即最小χ2拟合中需要求解的每个基函数的系

数. 第3类是未知且没有使用最小χ2拟合的量, 包

括会聚量κ、放大率µ、源位置β⃗、约化剪切量|g|.
针对第3类未知量, 算法将通过多次最小χ2拟合迭

代求解给出. 在每次做最小χ2拟合时, κ、µ、 β⃗和g

都会有一个输入值, 通过线性最小χ2拟合方法可以

得到一组基函数系数, 并使用这个新模型的数值解

作为下一次拟合迭代的输入值.

Yes 

No 

Input ⃗, , z, . Determine the number 

of scale of basis functions and the 

iteration number. 

Calculate the initial value of 

⃗. Set the initial values of , 

|g| and . 

Solve basis function 

coefficients. 

Calculate the new values of 

⃗, , |g| and  by basis 

function coefficients. 

Reach maximum 

iteration 

number? 

Output 

图 4 基函数重构暗晕质量分布的算法流程

Fig. 4 The work flow of basis function mass reconstruction

3.2.1 源位置迭代求解

在迭代开始时, 我们给出一个源位置的初始猜

测值, 这个值定为所有像位置的平均

β⃗0 =
X

θ⃗/nimage , (28)

nimage是这个源对应的像的个数. 通过最小卡方计

算出基函数系数后, 在每个像位置处的偏折角可以

直接由模型获得. 如果模型求解的偏折角是真实偏

折角的无偏估计, 那么源位置可以由像位置减去偏

折角给出, 但是重构模型的偏折角总会偏离真实

值. 在基函数系数固定时, 最佳的源位置使χ2
s最小,

因此当χ2
s取最小值时的源位置就是最佳的源位置,

此时有∂χ2
s/∂β = 0. 可求得最佳源位置为每个像位

置减偏折角后再按放大率的绝对值加权平均

β⃗ =

P
|µ|(θ⃗ − α⃗)P

|µ|
, (29)

其中α⃗ =
P
n,m fn,mA⃗n,m是根据得到的基函数系数

计算的偏折角.

3.2.2 κ和|g|的迭代求解
在弱引力透镜框架下, κ和|g|小于1, 因此它们

的初始值可以预设为一个小于1的数. 我们令第i次

迭代使用的值是κi和|g|i, 求得基函数系数后, 我们

可以计算出基函数模型的κ和|g|, 定义为κb和|g|b,
然后再使用基函数模型的值计算第i + 1次迭代使

用的κi+1和|g|i+1, 公式如下:

κi+1 =

8<
:0.99κi , κb 6 κi ,

1.01κi , κb > κi ,
(30)

|g|i+1 =

8<
:0.99|g|i , |g|b 6 |g|i ,

1.01|g|i , |g|b > |g|i .
(31)

3.2.3 µ的更新

强透镜χ2
s中放大率的初始值设为1. 每次求得

一组基函数系数后, 使用这组基函数系数求出新的

放大率µi+1在下一次迭代中使用.

µi+1 =
1

(1− ψxx)(1− ψyy)− ψ2
xy

=
1�

1−
P
n,m fn,m

∂2χn,m

∂x2

� �
1−

P
n,m fn,m

∂2χn,m

∂y2

�
−
�P

n,m fn,m
∂2χn,m

∂xy

�2 . (32)
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4 结果与讨论

为了测试重构算法的可行性, 我们通过数值方

法模拟了一组基于暗晕解析模型的引力透镜系统.

透镜体的质量模型为一个椭圆NFW暗晕[25], 特征

半径rs = 50′′, 特征密度ρs = 8.66 × 10−22 kg/m3,

轴比q = 0.5, 方位角1弧度, 透镜天体的红移为zd

= 0.3. 在模拟中采用的宇宙学参数为: 质量分数

Ωm = 0.3, 宇宙学常数分数ΩΛ = 0.7, 哈勃常数h =

0.7. 为了模拟生成强透镜系统中的多像系统, 我们

在红移分别为5、1.9、0.86、0.68处共放置27个点

源, 生成101个像. 在红移0.3–5之间, 半径250′′以内

生成了1664个弱透镜星系椭率样本.

从图2可以看出, n最大为50时就可以比较好地

描述NFW透镜势径向结构, 我们模拟使用的椭圆

NFW模型是将图2上的圆NFW模型的轴比由1变

为0.5, 这个轴比的变化不会使透镜的径向结构发

生太大的变化, 因此n最大为50就可以大致描述它

的径向结构. 当数据的分布半径为250′′、n最大为

50时, 标度半径在30′′左右比较合适. 经过测试, 我

们使用n小于等于50, |m|小于等于36, 标度半径为

R = 29′′的基函数来重构透镜模型拟合透镜体质

量. 基函数的中心定为透镜中心, 而我们模拟的透

镜势是中心对称的, 所以我们可以只选用基函数中

的偶函数项, 即n、m都为偶数的部分.

在本文中的重构算法中, χ2中的κ、µ、β⃗和g都

是需要通过迭代来求解的. 因此, 开始的输入值会

偏离真实值, 经过多次迭代接近真实值, χ2也会随

着迭代迅速下降. 图5描述了在100次迭代中χ2的变

化, 可以看出χ2在迭代30次以后就趋于平稳, 也表

明了基于当前的模拟数据, 在我们的方法中固定迭

代次数是可行的.

图 5 迭代过程中χ2的收敛. 横坐标是迭代次数, 纵坐标是χ2值, 实线、点线和虚线分别表示总的χ2、强透镜的χ2
s和弱透镜χ

2
w, ni代表迭代次数.

Fig. 5 Convergence of χ2 in the iterative process. The abscissa is the number of iterations, and the ordinate is the value of χ2.

The solid line, dotted line and dashed line represent the total χ2, strong lens χ2
s and weak lens χ2

w, respectively, ni is the

iteration number.

图6展示了拟合基函数模型得到的κ的结果,

左图是原模型, 中图是拟合结果, 右图是模型

值和真实值的残差, 可以看出大部分地方的残

差比较小. 基函数能在限制数据分布范围内大

致拟合出NFW的质量分布. 由于基函数的性质,

在κ上会有环状结构. 为了定量对比重构算法的
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拟合精度, 图7是κ在x和y两个方向上与理论κ值的

对比. 从图中可以看出由基函数模型给出的κ在

中心区域的相对误差较小, 但是远离透镜中心

的地方相对误差很大. 基函数不可能完全符合

模型的密度轮廓, 总会有一些波动, 无论是在内

部还是外部, 这个波动的大小不会有特别大的

差异, 透镜内部κ较大相对误差较小, 透镜外部κ

较小相对误差会较大. 在中心部分, 由于基函数本

身的特性, 无法拟合出中心的尖点, 透镜的偏折角

与总的质量分布有关, 中心尖点虽然质量密度高,

但是面积小, 对总质量的影响不大.

图 6 κ重构结果. 左图为原模型, 中图为基函数模型的重构结果, 右图为原模型和基函数模型的残差.

Fig. 6 The reconstruction result of κ. The left panel is the original model, the middle panel is the reconstruction result of basis

function model, and the right panel is the residual of the original model and the basis function model.

图 7 两图分别为κ在x和y两个方向上的截面图对比. 虚线是原模型, 实线是重构模型, 点线是重构结果与原模型的残差.

Fig. 7 The two panels are the cross section comparison of κ in the x and y directions. The dashed line, solid line and dotted line

represent the original model, the reconstructed model and the residual between the reconstruction result and the original model,

respectively.
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在重构透镜质量时, 背景天体的源位置作为未

知量需要通过迭代计算来得到. 图8展示了重构完

成时源位置的拟合结果, 图中圆圈和十字分别代表

源位置的真实值和拟合值, 同一个源位置的真实值

和拟合值有点线连接. 可以看到, 大部分重构的源

位置和真实位置的差距在1′′以内, 最大误差不超过

2′′, 所有源位置的平均误差为0.35′′, 能够比较准确

地拟合出背景源的整体分布.

图 8 源位置真实值和拟合值. 其中◦为真实源位置, +为重构所得的源

位置, 同一个源的真实源位置和重构源位置用点线连接.

Fig. 8 The real and reconstructed location of sources. The ◦
is real source location, and the + is fitted source location.

The real source location and the reconstructed source

location of the same source are linked by dotted lines.

5 总结

在利用引力透镜观测数据测量星系团暗晕质

量分布的研究中, 人们发展了参数重构和非参数重

构两类计算方法. 参数法的拟合过程会受到模型选

择的限制, 导致重构模型不够灵活. 而网格化非参

数法的重构中, 未知参量往往会多于限制条件的个

数. 在本文中, 我们发展了一套使用基函数构建透

镜模型的方法, 能在保证模型自由度的情况下减少

未知参量的个数, 一定程度上规避了参数法和网格

化非参数法的缺点.

基于NFW的理论透镜模型, 我们生成了模拟

的多重像数据和背景星系椭率数据, 测试了重构算

法的有效性. 通过迭代求解基函数系数和多重像源

位置, 可以快速得到透镜体的质量分布. 新的重构

算法能在限制数据分布范围内整体拟合出透镜的

质量分布, 迭代求解拟合出的源位置也与真实的源

位置基本保持一致.

本文工作中, 目前已测试了新方法对单个暗晕

的拟合结果, 然而真实观测的星系团暗晕会包含多

个子暗晕. 为了将新的重构算法应用于未来的星系

团暗晕质量分布测量, 对于主暗晕, 无论参数法中

需要多少暗晕模型都可以使用基函数进行统一拟

合. 对于星系团中的子暗晕, 可以采用与参数模型

相似的方法来处理, 即每个子暗晕都假定为具有相

同的质量模型, 且每个子暗晕的质量与星系光度相

关. 这样做既能避免选择不合适的模型使得重构算

法无法准确描述暗晕质量分布, 又能避免因基函数

分辨率不足造成难以显示暗晕中的子结构, 从而为

星系团质量测量提供一套灵活且高效的重构算法.
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Gravitational Lensing Mass Reconstruction Method Based on

Shapelets Basis Functions

LIU Kai-zhou1,2 WEI Cheng-liang1 NIE Lin1,2

(1 Purple Mountain Observatory, Chinese Academy of Sciences, Nanjing 210023)
(2 College of Astronomy and Space Science, University of Science and Technology of China, Hefei 230026)

ABSTRACT The gravitational lensing effect is one of the most effective probes for detecting the distribu-
tion of mass in galaxy clusters. To date, the methods of gravitational lensing mass reconstructions can be
divided into two categories, parametric methods and non-parametric methods. However, due to the model
assumptions and computational resolution, the available reconstruction methods still have a number of
problems that need to be solved. The method of gravitational lens mass reconstruction based on Shapelets
basis function is used to reconstruct the gravitational lens mass. The Shapelets basis function is used to
decompose the gravitational lens potential, and the basis function coefficients are iteratively calculated
by the constraints of the multiple image position and the background galaxy ellipticity distortion of grav-
itational lensing. The new method is validated by fitting the mock data from NFW (Navarro, Frenk and
White) lensing model. The results show the gravitational lensing mass distribution can be reconstructed
reasonably by our new method and the source position can be calculated accurately. Our new method
provides a flexible and efficient method for gravitational lensing mass reconstruction.

Key words gravitational lensing: strong gravitational lensing, gravitational lensing: weak gravitational
lensing, dark matter halo: mass distribution
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